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1. Bevezetés

Linearis programozas az operaciokutatas, de talan az egész matematika, legtobbet hivatkozott
¢s hasznélt modszertana. A lineédris programozéas gydkerei (Fourier-Motzkin eliminacios
modszer, Farkas lemma, Minkowski tétel stb.) a XIX. szazadba nytlnak vissza. A linearis
programozas fejlédése €és alkalmazhatosaga szempontjabol alapvetd eredmény volt Dantzig
altal megfogalmazott szimplex algoritmus 1947-es publikalasa. Linearis programozasi
modellek megfogalmazasaért és kozgazdasagi alkalmazasokért 1975-ben Kantorovich és
Koopmans kézgazdasagi Nobel-dijat kaptak.

Napjainkban a linearis programozasi alkalmazasok viragkorat éljiik. Evente tobb szaz, olyan
dolgozat jelenik meg, amelyek linedris programozasi modellek sikeres, 0j alkalmazasair6l
szamolnak be. A linedris programozds sikeres alkalmazhatdsagdnak szamos feltétele van.
Tobbek kozott ilyenek az egyre bovild matematikai ismeretek (hatékony algoritmusok
kifejlesztése, numerikus modszerek tokéletesitése), megfelelo szamitastechnikai hattér (gyors
szamitogépek, kivaldo szamitogépes programok), rendelkezésre allo adatok, megfelelden
képzett modellezésre és elemzésre képes szakértdi garda stb.

Cikkiinkben, a linearis programozasi alkalmazasok sikerességének két elengedhetetlen
feltételével — hatékony algoritmusok (pivot- €és belsOpontos mddszerek) és szamitdgépes
programok — foglalkozunk.

2. Linearis programozas feladata és algoritmusai

A lineéris programozasi feladat egy olyan feltételes sz¢lsdérték feladat, amelynek a korlatozo
feltételeit linedris egyenletek, linedris egyenldtlenségek alkotjak. Az optimalizalasi feladat
célfiiggvénye is linearis. A linearis programozasi feladatra példa az un. standard feladat

min ¢'x
feltéve, hogy Ax=b,x>0,

ahol az A egy m x n-es teljes sorrangli valdés matrix és a ¢ illetve b valos n- illetve m-
dimenzioés vektorok. Az x vektort a dontési valtozok vektoranak nevezzilk. Ismeretes, hogy a
lineéris programozasi feladatnak van egy un. dudlis feladata is, amely esetiinkben a

max y'b

feltéve, hogy y'A<c.
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Mind a primal-, mind pedig a dual feladat megengedett megoldasainak a halmaza poliéder.
Igazolhatd, hogy barmely primal- és duil megengedett megolddspar esetén a primal feladat
(min) célfiiggvényértéke felsdkorlatot ad a dudl feladat (max) célfiiggvényértékére (gyenge
dualitas tétel). S6t, ha mind a primal-, mind pedig a dual megengedett megoldasok halmaza
nem iires akkor létezik primal- és dudl optimalis megoldaspar €s az optimalis megoldasok
esetén a célfiiggvényértékek egyenldk (erds dualités tétel).

A szimplex algoritmus a poliéder csucsain (megengedett bazis megoldasok) halad az
optimalis megoldas felé. Az 1) megoldas eldallitasakor a megengedettség biztositdsara az un.
hanyados tesztet alkalmazzuk. A szimplex modszeren kiviil tobb mas pivot algoritmust (pl.
Anstreicher és Terlaky, 1994 illetve Terlaky, 1985) is kifejlesztettek, amelyeknek szamos, a
szimplex modszertdl eltérd, elméleti tulajdonsagai vannak. Ezeknek az algoritmusoknak — a
mi ismereteink szerint — hatékony szamitogépes implementacidjarol a szakirodalomban még
nem szamoltak be.

A lineéris programozasi feladatokkal kapcsolatos elméletet €s a szimplex mddszert illetve
annak variansait szamos konyv targyalja. Az érdeklddd olvasoknak Murty (1976) vagy
Chvatal (1983) konyvét ajanljuk a szimplex modszerrel kapcsolatos ismeretek bovitésére.

A szimplex moddszerrdl kimutattdk, hogy bizonyos feladatokon ciklizalhat, azaz egy adott
bazisbol kiindulva véges sok iteracid utan visszatérhet a kiinduldsi bazisba. Ciklizalasra un.
degeneralt feladatokon keriilhet sor. A ciklizalds elkeriilésére és a pivot algoritmusok
végességének biztositdsdra — az elméleti valtozatoknal — méasodlagos pivotalasi szabalyokat
(minimal index-, leggyakrabban mozgd valtozo szabaly stb.) haszndlnak. A masodlagos
pivotalasi szabalyok jelentds kotottséget jelentenek, ezért a szamitogépes programokban nem
alkalmazzak ezeket, helyettilk elsdsorban numerikus stabilitasi illetve gyors konvergalasi
szempontokat vesznek figyelembe. A szamitogépes implementaciok esetén a ciklizalas
elkertilését tobbnyire a szamitdsok numerikus hibaib6l adodd természetes perturbaciod
(Maros, 2005) vagy pedig kis nagysagrendlii mesterséges véletlen perturbacid biztositja.
Erdemes megjegyezni, hogy a perturbacié bevezetése habar segit elkeriilni a ciklizlast hiszen
minden pivot soran biztosit egy minimalis javulést a célfiiggvény értékében, sziikségessé tesz
egy végso ,takaritast”, vagyis miutan a perturbalt feladatot megoldottuk, a perturbacio
eltdvolitasa altalaban kis mértékii infizibilitast vezet be, melynek helyreallitdsa 4ltalaban nem
okoz gondot.

Hacsian ellipszoid algoritmusat 1979-ben publikalta (lasd Chvatal, 1983). Az ellipszoid
algoritmus iteracidinak a szama, a feladat valtozoi szdmanak és a racionalis adatok
méretének (bit hosszanak) egy polinomjaval korlatozhat6. Ezzel a hasznos elméleti
tulajdonsaggal, a polinomialis szamitdsi komplexitassal, a szimplex algoritmus nem
rendelkezik. Azonban mig a szimplex algoritmus a gyakorlatban igen hatékony (a legtobb
implementacid esetén az iteracido szam O(m+n)) addig az ellipszoid algoritmus elméleti és
gyakorlati 1épésszama a tapasztalat szerint igen kozel all egymashoz (O(n%)), igy az
ellipszoid mddszer nagy méretii feladatok megoldasara nem hasznalhato.

Karmarkar 1984-ben kozolte a projektiv skalazasu belsdpontos algoritmusat. Karmarkar
projektiv skalazasu algoritmusa is polinomialis szamitasi komplexitasi modszer. Karmarkar
eredményét kovetd két évtizedben tobb ezer publikacid jelent meg a linedris és konvex
optimalizalas teriiletén, forradalmian atalakitva a lineéris és konvex optimalizalasi feladatok
megoldasanak modszertanat és elméletét is egyarant. A linedris optimalizalas belsépontos
modszereirdl egy részletes Osszefoglald jelent meg az Informatikai Algoritmusok II.
kotetében (I11és et al., 2005). A professzionalis optimalizalasi szoftverekben altaladban primal-



Informatika a felsdoktatasban 2008 Debrecen, 2008. augusztus 27-29.

dudl tutkovetd algoritmusok variansait implementaltdk. Jelenleg — altalaban — ezek a
belsOpontos implementaciok jelentik a linearis programozasi feladatok leghatékonyabb
megoldasi modjat, mert elméleti polinomidlis szamitasi komplexitasukkal 6sszhangban a
gyakorlatban is nagyon kevés iteracidora van sziikségiik a feladatok megoldasdhoz, sot
altalanossagban elmondhat6 hogy a tipikus iteracid szam nem nagyobb mint 200. Erdemes
megjegyezni, hogy mindezek ellenére a belsd pontos eljarasok kozel sem egyeduralkodok.
Szamos esetben amikor a feladatok modositdsa utdn gyors Ujra inditasra van sziikség, a
szimplex algoritmus varidnsai maig a leghatékonyabbak (pl. 1) feltétel bevezetése esetén
[vagas feltétel az egészértékii programozasi feladatoknal] vagy akar a korlatozas és
szétvalasztds modszerére). A dudl szimplex moddszerrel hatékonyan lehet kezelni az 1)
feltételeket, mig a primal szimplex algoritmussal az j valtozo felvétele esetén lehet gyorsan
folytatni a szamitdsokat.

A pivot- és belsépontos algoritmusok tulajdonsdgainak az elméleti és szamitogépes
implementéacidinak a gyakorlati szempontok alapjan torténd Osszehasonlitdsarol szol Illés és
Terlaky (2002) cikke.

3. Linearis programozasi szoftverek és tesztfeladatok

A linearis programozasi megoldoknak mindségileg tobb fajtaja létezik. Ezek koziil mi a
kovetkezdket vizsgaltuk:

e Professzionalis szoftverek (CPLEX ver 11.0 illetve XPRESS-MP ver 2007B)
e GNU-licenszl szoftverek (LPSOLVE ver 5.5 illetve GLPK ver 4.9)

A CPLEX Optimization (mara az ILOG része) 1988-ban az 1.0-s verzioval a primal szimplex
moddszer implementdlasaként jelent meg. A CPLEX hatékonyan képes megoldani linearis és
kvadratikus programozasi feladatokat. Tartalmazza az 0sszes jelentds gyakorlati algoritmust
a primal, a dual és a haldzati szimplex algoritmuson keresztiil akar kvadratikus feltételes
feladatot is hatékonyan megold6d belsdpontos implementacioig. Ezen eljarasokra épiilve
képes egészértékli feladatokat is nagyon hatékonyan megoldani. Tartalmaz Gn. callable
library-t is, a C, C++, C#, Java, Visual Basic és FORTRAN nyelvekhez. 2007 oktoberében
jelent meg a 11.0-s verzi6. A CPLEX programcsomagot a neumann.cs.elte.hu internet cimii
gépen hasznaltuk. A szamitogép meghatarozo paraméterei a kovetkezok: AMD Athlon, 1050
MHz processzor; 1 Gbyte, 200 MHz memoria; 64 Kbyte L1 és 256 Kbyte L2 cache; Debian
3.0 kernelverzio: 2.4.28.

A Dash Optimization (mara a Fair Isaac Co. része) a vildg vezetd modellezd és optimalizalod
szoftver gyarto cége. Az XPRESS-MP egy matematikai modellezd és optimalizalo rendszer,
amely egyarant tartalmazza az Osszes gyakorlatban bizonyitott linearis optimalizalasi eljaras
sztochasztikus programozasi problémaékat egyarant. Tartalmaz n. callable library-t is, a C,
C++, Java, Visual Basic nyelvekhez. 2007 decemberében jelent meg a 2007B verzio. Az
XPRESS-MP programcsomagot a lime.cs.elte.hu internet cimii gépen hasznaltuk. A
szamitogép meghatdrozd paraméterei a kovetkezOk: 2db Dual Core AMD Opteron(tm)
Processor 2210.213 MHz; 16B memoria; 1024 KB cache; OpenSuse 10.1-es operacios
rendszer; 2.6.16-0os SMP Linux kernel.

A GLPK a GNU Linear Programming Kit roviditése. Célja nagyméretli linedris és kevert
egészértékll programozasi feladatok megoldasa a modositott szimplex modszer segitségével.
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A GLPK-nak is van un. callable library része. Az utols6 4.9-es Windows ala irt verzio 2006
marciusaban latott napvilagot.

Az LPSOLVE programot nagyméretii linedris és kevert egészértékli programozasi feladatok
megoldasara fejlesztették ki. A program elsd verzidjat Michael Berkelaar készitette. Az
LPSOLVE-hoz is létezik un. callable library, amelyet, C, Visual Basic, Delphi, Java
programozasi nyelvekbdl is haszndlni lehet. Az egyes fiiggvényei a MATLAB-bal is
kompatibilisek. Jelenleg az 5.5-0s verzio a legfrissebb elérhetd valtozata.

A fenti két GNU-licenszli megoldot a kdvetkezd paraméterekkel rendelkezd gépen futtattuk:
AMD Athlon(tm) 64 Processor 3000+ 1,84GHz; 2,5 Gbyte, 366 MHz memoria; Windows
XP Professional operacios rendszer; Uniprocessor Free(32-bit) kernel; 64 KByte L1, és 512
KByte L2 cache.

A kiilonboz6 gépek haszndlatdnak egyszerii gyakorlati oka volt: a professzionalis szoftverek
licencei az emlitett szamitogépre voltak meg. A két platform kozotti generacios eltérés sajnos
lehetetlenné teszi a professzionalis megoldok altal kapott idéeredmények dsszehasonlitasat.

A fent emlitett rendszereken kiviil természetesen szamos egyéb is 1étezik. Emlitést érdemel a
Mosek mely els@sorban a belsdpontos mddszerek teriiletén erds, illetve az ingyenes és az
IBM aéltal tdmogatott Coin-Or solver. Ennek az érdekessége, hogy ez tartalmazza talan az
egyetlen hatékony implementécidjat az ugynevezett volumetric algoritmusnak.

A linearis optimalizalasi szoftverek Osszehasonlitasara a NETLIB adatbazis tesztfeladatait
hasznaltuk és a cikkiinkben ebbdl mutatunk be tiz-tiz futdsi eredményt. A cikkekben
ismertetett linearis programozasi feladatok kdzott mindenféle mérett és tipusu megtalalhato.
A NETLIB adatbazist kifejezetten olyan c€lbdl hoztdk 1étre, hogy ismert és kevésbé ismert
példakat gytjtsenek Ossze altalanos tesztelési célokra. A NETLIB adatbazisa 98 darab
linearis programozasi feladatot tartalmaz. A kovetkezd tablazatban Osszefoglaljuk a tiz
kivalasztott linearis programozasi feladat adatait. Minden feladathoz megadjuk, hogy hany
sora, oszlopa, nem nulla eleme van, és a célfiiggvényének az optimumadt is, valamint a
kitoltottségi aranyt. A tesztfeladatok valasztasanal szdmos szempontot figyelembe vettiink.
Habar a NETLIB feladatai kis méretiikb6l adéddéan mara igen egyszerli feladatoknak
szamitanak, azok széles korben vald elterjedtsége és ismertsége biztositja, hogy az Osszes
megoldo fejlesztd garddja rendelkezik azzal igy a rajtuk szerzett tapasztalatot jo eséllyel a
megoldokba mar beépitették. Ez minimalizalja annak esélyét, hogy az amugy igen kicsi
tesztfeladat halmaz jelentds véletlen torzitast okozzon.

1. Tesztfeladatok bemutatasa

Név Sor Oszlop Nem nulla | Kitoltottség Optimum
SCTAP3 1481 2480 10734 0,292% 1.4240000000E+03
DEGEN3 1504 1818 26230 0,959% -9.8729400000E+02
CYCLE 1904 2857 21322 0,392% -5.2263930249E+00
STOCFOR2 2158 2031 9492 0,217% -3.9024408538E+04
80BAU3B 2263 9799 29063 0,131% 9.8723216072E+05
BNL2 2325 3489 16124 0,199% 1.8112365404E+03
GREENBEA 2393 5405 31449 0,243% -7.2462405908E+07
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GREENBEB 2393 5405 31449 0,243% -4.3021476065E+06
MAROS-R7 3137 9408 151120 0,512% 1.4971851665E+06
STOCFOR3 16676 15695 74004 0,028% -3.9976661576E+04

4. Szamitasi eredmények

2. CPLEX és XPRESS-MP osszehasonlitasa

) Ido Iteracio
Nev CPLEX XPRESS-MP CPLEX XPRESS-MP
SCTAP3 0.06 sec 0 sec 335 746 669
DEGEN3 5.83 sec 1 sec 6508 8108 4854
CYCLE 0.11 sec 0 sec 0 874 1958
STOCFOR2 0.15 sec 0 sec 405 1052 1188
80BAU3B 0.97 sec 0 sec 1689 8808 10367
BNL2 0.96 sec 0 sec 2880 4520 3727
GREENBEA 1.71 sec 1 sec 1810 6129 7514
GREENBEB 1.79 sec 0 sec 1718 5419 5612
MAROS-R7 8.89 sec 5 sec 754 3566 3952
STOCFOR3 6.46 sec 1 sec 3017 9833 9107

A 2. tablazatban Osszefoglaltuk, hogy az egyes feladatokat a CPLEX és az XPRESS-MP
hany iteracioban oldotta meg. A CPLEX esetében a bal oldali oszlopban az elsé fazis
iteracidinak, mig a jobb oldali oszlopban az 6sszes iteracidé szamat adtuk meg.

Az iteraci6 szamot illetden tiz esetbdl haromszor a CPLEX, és hétszer az XPRESS-MP
oldotta meg tobb iteracidoban a feladatot. Az iteracié szamok eltérésének szamos oka lehet.
Nyilvanvalé6 modon, a megoldok o célja a megoldashoz sziikséges id6 minimalizalasa. A
szimplex moédszerek esetén annak legalabb két fo lehetséges mddja van, melyek nagyon
eltérd iteracioszamokhoz vezethetnek. Egyfeldl lehetséges a megfontolt, nagyokat 1épve
haladas (legmeredekebb csokkenési irany vagy annak approximacidéi mint pl. a Devex
modszer, vagy a sok kis 1épést, de azt nagyon gyorsan részleges oszlopkivalasztassal, vagy
akar a bdazis inverz méretének novekedését is figyelembe vevd részleges oszlop
kivalasztassal). A tényleges implementacid soran 4ltaldban az ezen mddszerek kozotti
dinamikus valtasok a jellemzdek.

A kovetkez6 tablazatban bemutatjuk, hogy az egyes feladatokat a GLPK ¢és az LPSOLVE
mennyi id0 alatt, illetve hany iteracidban oldotta meg.
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3. LPSOLVE és GLPK o6sszehasonlitasa

Ido Iteracio

Név LPSOLVE GLPK LPSOLVE GLPK
SCTAP3 1.203 sec 0.2 sec 1059 777
DEGEN3 > 4242sec 1.6 sec - 2006
CYCLE 2.922 sec 0.2 sec 1599 503
STOCFOR2 2.390 sec 0.2 sec 2048 584
S80BAU3B 22.063 sec 3.7 sec 6140 5349
BNL2 3.141 sec 1.6 sec 2029 2064
GREENBEA - 4.5 sec 12247 4226
GREENBEB - 2.7 sec 4354 2657
MAROS-R7 46.484 sec 15.5 sec 4775 5402
STOCFOR3 233.625 sec 18.1 sec 17148 4761

Ezt a két softwaret azonos platformon futtattuk, igy az idd dsszehasonlitasa is lehetséges.
Idében az GLPK bizonyult a gyorsabbnak, minden egyes futds soran. Az iteracid szdmot
illetéen a 10 esetbdl kétszer a GLPK, és 6tszor az LPSOLVE oldotta meg tobb iteracidban a
feladatot. Talaltunk viszont két olyan feladatot, amelyet az LPSOLVE nem tudott megoldani,
illetve egyet, amelyben nem 4&llt le. (A DEGEN3 feladaton valdsziniileg az LPSOLVE
ciklizal, ezért 70 perc utan — 4242 mp utan — leallitottuk a futdsat.) A GREENBEA ¢és a
GREENBEB feladat esetén valosziniileg numerikus hibdk miatt nem talalt megoldast az
LPSOLVE. Az eredmények felettébb meglepdek. A két megoldét, a GLPK-t és az
LPSOLVE-t &ltalaban fej-fej mellett emlitik, s6t szdmos esetben az LPSOLVE-t szoktak
elébbre rangsorolni. Az a tény azonban, hogy a talan legkdzismertebb tesztfeladaton az
LPSOLVE ennyire csufos vereséget szenved elgondolkodtatd, és ezért mi egyértelmiien a
GLPK mell¢ rakjuk le voksunkat.

A kovetkezd tablazatban Osszevetjiik, hogy az egyes megoldok hany iteraciot végeztek,
mikdzben megoldottdk az altalunk kivalasztott tesztfeladatokat. Jelen esetben a CPLEX
esetében az elsd oszlop tartalmazza az els6 fazis iteracidinak a szamat, és a masodik oszlop a
feladat megoldasa soran elvégzett Osszes iteracid szamot.

4. Iteracié szam szerinti 6sszehasonlitas

Név CPLEX XPRESS-MP | LPSOLVE GLPK
SCTAP3 335 746 669 1059 777
DEGEN3 6508 8108 4854 - 2006

CYCLE 0 874 1958 1599 503
STOCFOR2 405 1052 1188 2048 584
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80BAU3B 1689 8808 10367 6140 5349
BNL2 2880 4520 3727 2029 2064
GREENBEA 1810 6129 7514 12247 4226
GREENBEB 1718 5419 5612 4354 2657
MAROS-R7 754 3566 3952 4775 5402
STOCFOR3 3017 9833 9107 17148 4761

Lathatjuk, hogy a CPLEX ¢és az XPRESS-MP nagyon gyors, illetve, hogy a GNU licenszii
megoldok koziil a GLPK sokkal hatékonyabban oldja meg a feladatokat, mint az LPSOLVE.
A bemutatott teszt feladatokon a GLPK felveszi a versenyt a professzionalis megoldokkal is.
A GLPK ,,piaci” sikerességét természetesen korlatozza az, hogy nincsen mogotte egy allando
fejlesztoi-tandcsadoi csapat, illetve, sajnos igen messze van egy teljeskorti megoldast nytjto
rendszertdl: nincs belsépontos eljaras beépitve igy nincs példaul kvadratikus programozési
tamogatas, illetve az egészértékii megoldoja nagyon szolid teljesitményt nyujt.

Ezek a megoldok jellemzden a numerikus stabilitast és a gyors szamitast, a hagyomanyos
ciklizalas elleni szabalyok elé helyezik. A végesség biztositasara és a ciklizalas elkeriilésére a
linedris programozas elméletében tobbféle, masodlagos index valasztasi szabalyt (Illés és
Mészaros, 1999) vezettek be. Ezek koziil a legismertebbek a Minimdl index (Bland) szabaly,
a Most Often Selected Variables (MOSV), és a Last-In-First-Out (LIFO) index vélasztési
szabalyok.

5. Osszefoglalas, tovabbi kutatasi kérdések

A NETLIB tesztfeladatai a komolyabb linearis programozéasi megoldoknak (CPLEX,
XPRESS-MP, GLPK) nem okoznak gondot. Az LPSOLVE is egészen j0 iteracios szamot ad,
ha képes megoldani a feladatot. Sajnos a véletlenszertien kivalasztott 10 NETLIB feladatbdl,
harmat nem tudott megoldani, igy a vizsgalt két ingyenes szolver koziil a GLPK-t talaltuk
mind gyorsabbnak mind megbizhatobbnak.

Tekintettel arra, hogy a szamitdégépes implementdciokban a klasszikus ciklizalas elleni
technikékat (minimal index szabaly, lexikografikus szimplex médszer (Chavatal, 1983)) nem
alkalmazzak, mert az egyértelmli pivot vélasztasi szabaly iddnként olyan pivot elemet
jelolhet ki, amelyik numerikus problémakhoz vezet, ezért a ciklizalas lehetdsége habar igen
ritka, de a jelenlegi megoldok esetén fenndll és altaldban (nagyon) hossza futasokban
jelentkezik, hiszen a ciklizalas tényét az implementaciok altalaban nem képesek detektalni
(ha képesek lennének nem ciklizdlndnak). A hosszi futds abbol adodik, hogy a program
észleli, hogy a célfiiggvény valtozasdval gond van és ilyenkor kiilonb6z6é pivot elem
valasztasi eljarasokat probal alkalmazni. Jelentds méretli degeneralt részfeladat esetén,
sokszor a program kénytelen, nagyon sok egymast kovetd, degeneralt iteracidt végrehajtani,
mire sikerlil egy-egy nem degeneralt 1épést tennie.

Nincsen arrol informacionk, hogy a szimplex modszer alapelveitdl (megengedettség
fenntartasa, hanyados teszt alkalmazasa) jelentdsen eltérd tipust pivot algoritmusok (criss-
cross mddszer (Terlaky, 1985), monoton szimplex mddszer (Anstreicher és Terlaky, 1994))

crer
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sincsen nyoma, hogy a MOSYV illetve a LIFO tipust, a minimal index szabalynal kevésbé
kotott, ciklizalas elkeriilését biztositd masodlagos pivotalasi szabalyok elterjedtek volna.

A MATLAB egy olyan fejlesztéi kdrnyezetet biztosit, amely alkalmas a szimplex modszertol
Egy ilyen numerikus kutatdsban célszerii a szimplex moddszert magat is megvalositani
referencia céljabol. A MATLAB implementaciokkal szemben tdmasztott kovetelmények a
kovetkezok lehetnek: (i) ne ciklizaljanak, (ii) oldjak meg a NETLIB tesztfeladatokat, (iii) az
iteracid szdmuk ne legyen jelentdsen rosszabb, mint a GNU licenszli megoldoké (pl.
LPSOLVE), (iv) legalabb egy olyan ipari feladatosztalyra miikodjenek hatékonyan, amelyik
esetén a feladatok numerikus megoldésa nem teljesen trivialis.

5. Sajat implementaciéinkkal megoldott feladatok

Név Sor Oszlop Nem nulla Kitoltottség Optimum
AFIRO 28 32 88 9,821% -4.6475314286E+02
KB2 44 41 291 16,131% -1.7499001299E+03
SC50A 51 48 131 5,351% -6.4575077059E+01
SC50B 51 48 119 4,861% -7.0000000000E+01
ADLITTLE 57 97 465 8,410% 2.2549496316E+05
BLEND 75 83 521 8,369% -3.0812149846E+01
SCSD1 78 760 3148 5,310% 8.6666666743E+00
RECIPE 92 180 752 4,541% -2.6661600000E+02
SHARE2B 97 79 730 9,526% -4.1573224074E+02
SC105 106 103 281 2,574% -5.2202061212E+01
STAIR 357 467 3857 2,313% -2.5126695119E+02
SCAGR25 472 500 2029 0,859% -1.4753433061E+07
AGG 489 163 2541 3,188% -3.5991767287E+07
AGG2 517 302 4515 2,892% -2.0239252356E+07
AGG3 517 302 4531 2,902% 1.0312115935E+07

Az eldbbiekben megfogalmazott elvarasoknak eleget tevd — alapvetden elméleti jellegli —
implementacidk elsé részeredményeirdl szamolhatunk be. Elkésziiltek az els6é szimplex-,
monoton szimplex- és criss-cross algoritmus implementacioink. A ciklizalas elkeriilésére a
minimal index, MOSV ¢s LIFO masodlagos pivotalasi szabalyokat hasznaljuk és az igy
elkésziilt 9 linearis programozasi megoldot a NETLIB feladatokon teszteltiik. A kisméretii
tesztfeladatok esetén a szimplex- és monoton szimplex algoritmus varidnsaink nagyon jo
eredményeket mutatnak. Ezeken a kisebb NETLIB feladatokon az (i) és (iii) feltételeket
kielégitik a MATLAB implementacidink. A kozepes méretii feladatokat is konnyedén
megoldjak a szimplex- €s monoton szimplex algoritmusaink, de itt az iterdci6 szamuk mar
elmarad az LPSOLVE iteracié szdmanal is, ami azonban nem meglepd, hiszen a
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gyakorlatban amennyiben nem ciklizalnak (és ez meglehetdsen ritka) addig még a
legegyszeriibb mohd indexvalasztdsi szabalyok (pl. valasszuk a legnegativabb redukalt
koltségli  valtozot) is 1ényegesebben hatékonyak mint a kombinatorikus jellegii
indexvalasztasi szabalyok. Nagyméretli tesztfeladatokat, fleg a flexibilisebb MOSV ¢és
LIFO szabalyok alkalmazasadval tudjuk megoldani, melyek egyszerre biztositjdk a
végességet, ¢és képesek egyéb szempontokat is figyelembe venni, ezért ezeknek az
implementacidknak a tovabbfejlesztésével nyerheték a legjobb pivot alapt MATLAB
programok.

A 6. tablazatban bemutatjuk az altalunk készitett algoritmusok iteracié szam szerinti
Osszehasonlitasat. Feltiintettilk az LPSOLVE megoldasi idejét is a tdblazat utols6 oszlopaban.
A 6. és a 7. tdblazatban Sz jeloli az altalunk fejlesztett szimplex, és MBU az monoton bulid
up szimplex algoritmust.

6. Iteracié szam osszehasonlitasa sajat szimplex és MBU-szimplex implementacionk esetén

LIFO MinInd MOSV LPSOLVE
Név Sz MBU Sz MBU Sz MBU
AFIRO 87 72 29 41 81 68 20
KB2 232 254 156 130 242 432 51
SCS0A 75 74 60 76 70 72 46
SC50B 58 59 64 68 60 59 52
ADLITTLE 466 486 186 268 404 550 85
BLEND 523 320 175 340 603 281 96
SCSD1 3891 3249 W 951 4851 C2 91
RECIPE 385 270 233 244 589 339 55
SHARE2B 550 514 329 330 552 C2 132
SC105 415 280 138 179 560 448 100
STAIR \W W W W \% \W 474
SCAGR25 3527 1761 L 1464 2928 1765 775
AGG 1275 858 697 741 1295 C1 104
AGG2 1138 Cl L 795 1238 1590 167
AGG3 1248 1569 L 874 1370 L 173

A kovetkez6 jeloléseket alkalmaztuk a tdblazatainkban: W jeloli a MATLAB altal adott
hibaiizenetet (Matrix is close to singular or badly scaled.), amely esetén megszakitottuk a
program futdsat. Az L-el jelolt esetekben valamilyen hiba Iépett fel a program futdsa soran,
ezért nem tudtuk megoldani a feladatot. Végiil C/, amikor egy adott bazissorozaton megy
végig, de nem valtozik az optimum érték, C2 pedig azt a fajta ciklizalast, amely esetben egy
adott helyrél nem tud kilépni. Mindkét ciklizalas (hiszen elméletben nem lehetséges) a
numerikus hibara vezethetd vissza. Altalanos tapasztalatként elmondhatjuk, hogy a
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kombinatorikus indexvalasztisi szabalyok f0 hatranya a rendkiviili fiiggés a numerikus
hibatdl, konkrétan hogy egy valtozo értéke nulla vagy sem. Mivel ezen esetekben semmilyen
modon sem probalunk nagy elérejutast elérni, csupan az elméleti moédszert kovetjik, igy a
szokdsos epszilon tolerancidk bevezetése sem segit mérvadé modon (csupan atskalazzak a
kérdést).

A 7. tablazatban bemutatjuk az altalunk készitett programok mennyi idd alatt oldottdk meg a
feladatokat. A tablazatbeli adatok masodpercben értendéek. Viszonyitasképpen feltiintettiik

az LPSOLVE megoldasi idejét is.

7. 1d6 szam dsszehasonlitasa sajat szimplex és MBU-szimplex implementacionk esetén

Név LIFO MinInd MOSV LPSOLVE
Sz MBU Sz MBU Sz MBU

AFIRO 1.422 2.11 1.750 1.672 1.906 | 1.922 0.031
KB2 3.438 3.312 2.797 3.422 3.219 4.234 0.047
SC50A 2.328 2.500 3.046 2.141 3.281 3.047 0.079
SC50B 2.875 2.781 3.157 2.781 3.156 2.641 0.047
ADLITTLE 4.782 5.578 3.703 4.000 4.390 5.875 0.063
BLEND 7.500 6.062 4.218 6.031 8.578 5.656 0.046
SCSD1 60.156 | 60.610 22297 | 72.703 0.125
RECIPE 35.50 31.953 | 24.047 28.86 53.250 | 38.297 0.078
SHARE2B 11.782 | 13.157 8.328 8.875 12.328 0.078
SC105 12.453 11.235 6.937 8.609 15.734 | 14.641 0.063
STAIR 0.25
SCAGR25 | 3512.34 | 2036.45 1724.45 | 2787.08 | 2043.97 0.34
AGG 1390.74 | 1106.69 | 781.19 | 955.89 | 1424.50 0.06
AGG2 1495.52 1278.13 | 1602.75 | 2405.63 0.11
AGG3 1627.47 | 2347.42 1378.38 | 1763.61 0.09

Sajnos a criss-cross algoritmus szamitogépes megvaldsitdsaval eddig még nem értiink el
jelentdsebb sikereket. Minden jel szerint ez az algoritmus nagyon érzékeny a rosszul
kondicionalt bazisokra és ilyenek utdn valosziniitleniil hossz futdsokat produkal. Jobb
implementacié érdekében sok numerikus ellenérzést kell beépiteniink a kodunkba. A
minimdl index szabdly hasznélata csak még sulyosbitja a helyzetet, mert néhany feladat
esetén igen gyorsan jelol ki numerikus szempontbol nem megfeleld pivot elemet. A criss-
cross algoritmus tesztelése soran szerzett altalanos negativ tapasztalatok ellenére, néhany
igen érdekes ¢€s elgondolkodtatéan pozitiv szamitasi eredményrdl is beszamolhatunk: azokat
a tesztfeladatokat, amelyeket a criss-cross algoritmus valamelyik masodlagos pivot elem
valasztasi szabaly alkalmazasaval megoldott, minden esetben jelentdsen kevesebb iteracioval
oldotta meg, mint a masik két algoritmus leggyorsabb valtozata.
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A 7. tablazatban bemutatott szamok megértéséhez fontos néhdny megjegyzest tenni. A nagy
szamok elsOsorban a bdzis inverzének kiszdmitdsdra hasznalt nem hatékony eljarasra
vezethetdek vissza, mely esetiinkben a MATLAB QR felbontasa és annak MATLAB altali
Ujraszdmitasa volt. Ritkas LU felbontassal és annak jraszamitdsaval nagysagrendii javulast
lehetne elérni. Erdekes modon, a MATLAB nem tdmogatja az LU felbontas ujraszamitasat
(vélhetden azért, mert a legtobb LU update eljaras nem kozvetleniil a felbontast modisitja,
csak annak egy részét és segéd transzformacios matrixokat [melyeket gyakran ETA fileoknak
neveznek]| vezet be (Nazareth, 1987)). Egy jo LU felbontast ado MATLAB fiiggvény
implementalasa, jelentds javuldst eredményezhetne a MATLAB implementacioink
numerikus stabilitdsdban.

A 8. tabldzatban bemutatjuk a fenti feladatokon, az altalunk készitett criss-cross
algoritmussal elért eredményeinket. Ebben a tablazatban LPS jeldli az LPSOLVE megoldasi
idejét €s iteracid szamat.

8. Idod és iteracié szam osszehasonlitasa sajat criss-cross implementacionk esetén

Név Ido Iteracio
LIFO |MinInd | MOSV | LPS |LIFO | MinInd | MOSV | LPS
AFIRO 0.547 Cl 0.546 | 0.031 | 35 48 20
KB2 1.360 w 5.625 | 0.047 | 264 349 Sl
SC50A 0.735 0.734 | 0.641 | 0.079 | 3 5 5 46
SC30B 0.734 | 0829 | 0813 | 0.047 | 1 1 1 32
ADLITTLE | 11297 C2 C2 0.063 | 2113 85
BLEND 5.125 W Cl 0.046 | 502 96
SCSD1 Cl C2 Cl 0125 91
RECIPE 4.969 W 5250 | 0.078 | 3 30 55
SHARE2B 22.547 " Cl 0.078 | 1474 132
SC105 2.031 2.031 | 2.031 | 0.063 | 13 13 13 100
STAIR 8190.109 C2 Cl 025 | 16731 474
SCAGR25 | 6326.031 Cl C2 034 | 6420 775
AGG " " \ 0.06 104
AGG2 W W W 0.11 167
AGG3 W W W 0.09 173

Reméljiik, hogy a kozeljovoben olyan MATLAB implementaciokat tudunk eldallitani,
amelyek az (1)-(ii1) feltételeknek eleget tesz.
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Koszonetnyilvanitas: Illés Tibor koszonetet mond az OTKA tamogatasanak, amelyet a T
049789 szamu kutatdsi palyazat keretében nyujtottak. Tovabbd kdszonetet mondunk
Csizmadia Zsoltnak, aki a cikk korabbi valtozatdhoz szdmos hasznos megjegyzést flizott.
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